Projet de Semestre

eté 2005

Fibrés Vectoriels

Oliver Prosperi

Professeur Responsable:

prof. K. Hess Bellwald






Table des matiéres

Résumeé
Table des notations

Introduction

Chapitre 1. K-familles

1.

2.
3.
4

Notions de base

Morphismes

K-famille triviale

Restrictions et K-familles induites

Chapitre 2. Fibrés Vectoriels

1. Fibré vectoriel
2. Théorémes de recollement
3. Opérations sur le Fibrés Vectoriels
4. Sections de Fibrés Vectoriels
5. Théorie de 'Homotopie des Fibrés Vectoriels
6. Propriétés algébriques
Bibliographie

Index

w N

O Co O Ut Ut

13
13
14
20
25
31
34

49
o1



En partant de la structure de base de K-famille, nous introduisons la notion
de fibré vectoriel sur un espace topologique. Nous montrons ensuite des propriétes
essentielles des fibrés vecoriels, en particulier les recollements, le lien avec les G-
cocycles, les fibrés induits, la possibilité d’effectuer des opérations comme la somme
directe, et le concept de section, on observe les fibrés avec les "lunettes" de la
théorie de 'homotopie. Finalement, nous étudions les propriétés algébriques des
fibrés vectoriels pour conclure avec 'important théoréme de Serre-Swan qui fait le
pont entre les fibrés vectoriels et les modules projectifs de type fini et qui a une
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Résumé

grande importance en K—théorie.

Table des notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long du travail:

Kfam

K pam(X)

Ur

f(6)

6‘)(/ ou EX/
H'(X,G)
?(B, F)
Home (E, F)
A= C]K(X)
I'(X,E)=T(E)
On,

la catégorie des K-familles

la catégorie des K-familles sur X

la projection sur le i-éme facteur

la K-famille induite par f de &

la réstriction de £ &4 X' C X

I’ensemble des classes d’équivalence des G-cocylces
les morphismes de E vers F' dans la catégorie €
les morphismes de E vers F' dans la catégorie €
I’anneau des fonctions continues a valeur dans K
I’ensemble des sections continues sur le fibré (E, p, X)
le fibré trivial de rang n



Introduction

Dans le cadre du "Projet de I'Index", qui regroupe quatorze projets individuels
dont le but commun est de s’approcher du Théoréme de l'indice d’Atiyah et Singer,
ce projet vise & introduire les notions principales liées & la théorie des fibrés vecto-
riels sur un espace topologique, afin de permettre une introduction & la K—théorie
topologique

Dans ce texte on utilise souvent des concepts liés & la théorie des catégories qui
n’appartiennent pas directement au sujet étudié ici. Pour avoir plus de détails sur
la théorie des catégories je recommande la lecture de projet de Xavier Alexandre
"Théorie des Catégories" [7] qui fait aussi partie de 'ambitieux projet de I'index.

Tout au long de I'ceuvre on applique la convention que K est soit le corps R soit
le corps C, et m; représente la projection sur le i-éme facteur d’un produit. De plus
on utilise deux notations, € (F, F) et Homg (E, F'), pour indiquer les morphismes
de F vers F' dans la catégorie €.

Il ne me reste plus qu’a vous souhaiter un bonne lecture!






CHAPITRE 1

K-familles

1. Notions de base

DEFINITION 1.1. Soient E et X deux espaces topologiques. Soit p : F — X
une application continue telle que pour tout z € X :

(1) E, =p~!(z) est muni d’une structure de K-espace vectoriel de dimension
finie;
(2) la topologie sur E induit la topologie naturelle sur chaque E,
On appelle alors
X: l'espace de base
E: Despace totale
p: la projection
FE,: la fibre de F en x
(E,p, X): une K-famille sur X
REMARQUE 1.2. (1) On a que @ n’est pas un K-espace vectoriel, donc
p1(z) #0 Vr e X et donc p est surjective.
(2) E = H E., la réunion disjointe des espaces F,. En effet si p(z) = =,

reX
alors z € E, et z ¢ E,/ pour tout 2’ # x.

EXEMPLE 1.3. Soit X la sphére S™ = {z € R"*! : |z|| = 1}. Pour tout
point x de S™ on choisit F, comme étant ’espace vectoriel orthogonal & x. Alors
E = H E, C 8" x R""! est muni de la topologie induite. On pose p : E — 8"

zeX
la projection sur la premiére composante : p(z) = x avec z € E,.

Alors (E,p,S™) est une K-famille.

EXEMPLE 1.4. La K-famille produit sur X avec fibre F est (X x F,p, X) ou
p: X X F — X est la projection sur le premier facteur, F' est un K-espace vectoriel
de dimension finie et p~!(z) = {z} x F 2 F.
Ainsi X x F' = H{x}XF
zeX
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NoOTATION 1.5. On note une K-famille avec une lettre grécque (£,7,¢,...)
5 = (Ea b, X)

2. Morphismes

DEFINITION 1.6. Soient £ = (E,p, X) et & = (F’,p’, X') deux K-familles.
Un morphisme de & vers £ est un couple (f, g) d’applications continues f : X — X’
et g: B — E' telles que :

(1) p'g = fp, donc telles que le diagramme suivant soit commutatif.
E 9% . F

d |
x L. x
(2) L’application induite par g a chaque z € X, g, : B, — E}(x) définie par
9:(2) = g(2), soit K-linéaire.
REMARQUE 1.7. Si (f,g): (E,p,X) — (E',p', X’) et
(f,¢) : (E,p,X") — (E",p",X") sont des morphismes de K-famille, alors le
diagramme suivant est commutatif :

E—“2— g 2 E"
pl p,l p//J{
x L x L xr
En effet on a fp=p'get f'p' =p"¢ et donc p"g'g= f'v'g= f"fp.

De plus I'application (¢'g)s : Ex — EY,;, définie par (9'9)2(2) = ¢}, (9(2))
est K-linéaire. En effet on a

B / g/f(z) 7/
Ee —— Eypy — Epy

et donc
(6/9)alay + B2) = gl (92 (ay + 2))
= g 92(Y) + B} (1) 92(2)
= a(g'9)s(y) + B(9'9)2(2)

Par conséquent les compositions ¢’¢g et f’f induisent un morphisme de K-
familles (f'f,q'g) : (F,p, X) — (E”,p"”, X") qui est défini comme étant la com-
position (f'f,g'g) = (f',g") o (f.g) de (f,9) et (f'.g').

On peut donc construire une catégorie ot les objets sont les K-familles et les

fléches sont les morphismes de K-familles. Le morphisme identité est donné par le
morphisme (idyx,idg) et I'associativité découle de l’associativité de la composition
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d’applications continues.
On note cette catégorie Kyqm,

Cas particulier

Si € et £ ont la méme base X, un morphisme entre £ et £ est un morphisme
(f,g) au sens de la définition (1.6) avec f =idx.
Le diagramme suivant doit donc étre commutatif :

E— ' ——p

N

On note g a la place de (f,g) = (zdx,g).
Les K-familles de méme base X et les morphismes g forment une sous-catégorie de
K tam noté Kfam(X).

DEFINITION 1.8. Soit (f.g) : (E,p,X) — (E’,p’,X’) un morphisme de K-
familles. (f, g) est un isomorphisme s’il existe un morphisme (f’,¢’) : (E',p’, X’') —
(E,p, X) tel que la composition (f’,g') o (f,9) = (f'f,¢'g) = (idx,idE) et
(f,9)o(f's9') = (ff' 99") = (idx,idg)

REMARQUE 1.9. Si (f, g) est un isomorphisme, alors il existe un unique (f, g’)

tel que (f'f,g'g) = (idx,idg) et (ff',99") = (idx',idE).
En effet, si (f”,g”) est un autre tel morphisme, on obtient

9"(2') = ¢"(idp: (2'))
=9"99'(z')
idp(g'(2"))
=¢'(2'), pour tout 2’ € E' et

f'(@") = f"(idx (2"))
=f"ff (")
=idx (f'(2"))
= f'(z'), pour tout 2’ € X’
Donc (f',¢') = (f”,¢"”). On appelle (f’,¢’) le morphisme inverse de (f,g) et on le
note (f,g)~*

DEFINITION 1.10. Deux K-familles sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
entre les deux.

EXEMPLE 1.11. Reprenons 'exemple (1.3) et posons n = 1. Ona € = (E,p, X),
E C S x R2. Posons en plus & = (S x R, 7, St) ot S x R a la topologie produit
et 7 est la projection sur le premier facteur. Si on identifie R? avec le corps des
nombres complexes comme d’habitude, on définit
g:E— S' xR par g(z,2) = (z, 2).

Alors g est un morphisme de K-famille sur S et en fait, c’est aussi un isomor-
phisme.
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X
rotation de i/; \
o \\j\

3. K-famille triviale

DEFINITION 1.12. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit £ =
X xV,p: F— X la projection sur le premier facteur et £, = x x V pour tout
rzeX.
Alors (E,p, X) = (X x V,p, X) est appelé K-famille triviale.

On aimerait maintenant décrire les morphismes entre deux K-familles triviales
de méme base X, E=X xVet B/ =X x V'
Soit donc g : E — E’ un morphisme de K-famille, le diagramme suivant

XxV—— X xV

N

est alors commutatif, donc p’g = p et ainsi
P'g(x,v) = p(z,v)
ep'(@ W) =x
o1’ =x
Donc pour tout (z,v) € X x V on a g(z,v) = (x,v") ou v’ =m0 g(z,v) € V.
Ceci implique que pour tout point = de X, g induit une application linéaire
eV —V

définie par g,(v) = w2 o g(x,v) (ou on identifie {z} x V avec V et {z} x V' avec
V7).

Posons g : X — Z(V, V') définie par g(z) = g, (ou Z(V,V) est espace des
applications linéaires de V vers V).

THEOREME 1.13. L’application §: X — L (V, V') est continue par rapport
la topologie naturelle de £ (V,V'). Réciproquement, soit h : X — L(V,V') une
application continue, et soit h:E— FE Uapplication qui induit h(x) pour tout
z € X. Alors h est un morphisme de K-famille sur X .

DEMONSTRATION. Soit {eq,...,e,} une base de Vet {f1,..., fp} une base de
|48
Puisque g, est linéaire on peut voir cette application comme une matrice p x n
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(cij(x))ij ot a;(z) € K est la i-éme coordonné du vecteur g, (e;;).
La fonction a;; : X — K qui nous donne le coefficient «;;(z) pour tout € X est
continue car c’est la composition des applications continues suivantes :

XﬂXxVLXxV’%V’LHK

ou Bj(x) = (z,¢;), y(x,v') =" et p; est la i-éme projection de V' sur K.
On observe que £ (V, V') peut étre identifié a KP*™ et donc

On peut donc affirmer que g est continue si et seulement si chaque «;; est continue.
Par ce qui précéde on a donc que § est continue.

Réciproquement si h : X — Z(V,V') est une application continue, alors
h: E — E’ est obtenue par la composition des applications continues suivantes :

XxV — 0 Xx LV, V)xV —0 X x V'

ou §(z,v) = (x, h(z),v) et e(x,u,v) = (z,u(v)).
Donc h = &0 est continue et on a bien que h,(v) = h(z)(v) pour tout v € V, ainsi
h induit h(z) pour tout z € X.
On a que h fait commuter le diagramme

XXV—>X><V’

N A

par définition et fzw est linéaire, donc h est bien un morphisme de K-famille sur
X O

REMARQUE 1.14. On a bien que g = g car pour tout (z,v) € E

g(,v) = (z,9(x)(v))
= (2, 92(v))
,0)

<
/\

et que h=h car lxl(m)(v) = hy(v) = h(z)(v) pour tout v € V et z € X.
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4. Restrictions et K-familles induites

DEFINITION 1.15. Soit £ = (E,p, X) une K-famille et soit X’ C X un sous-
espace de X. Le triple (p~1(X") ,X') forme une K-famille £ appelé rés-

triction de £ & X'.
On note (p~!(x)

Plo-1xy

,p|p71(X,)7X’) par §|,, ou simplement {x/ ou Ex.

Les fibres de |, sont les fibres de { au dessus du sous-espace X'. Si X" C
X' C X alors on a bien

1) 1xr = Elxn

DEFINITION 1.16. Soit f : ¥ — X une application continue et soit £ =
(E,p, X) une K-famille. La K-famille induite par f de & est une K-famille f*(¢)
qui a comme base Y, comme espace total E’ qui est le sous-espace de Y x E de
tous les couples (y,z) € Y x E avec f(y) = p(z). La projection m; est application

m(y,2) =y
La fibre au dessus de § est donnée par :

Ep=(m) (@) ={(y,2) € E' :y =g et f(y) =p(2)}
={(y,2)€eFE :z¢€ Ef(g)}
={U} x Eyy)
Parfois on indique E’ par f*(FE).

REMARQUE 1.17.

(1) Le diagramme suivant est commutatif
f1(E)=—E
Fll PJ
f
Y ——X

ol 7y est la projection sur le deuxiéme facteur. En effet si (y,2) € f*(E)
alors ma(y,2) = z et m(y,z) = y et on sait que f(y) = p(z), donc
fo'(y, z) = pma(y, 2).

(2) Si f=id: X — X alors f*(¢) = € car ' = [[ EL = [] Byo) =

zeX zeX
[1E-=E
zeX
(3) Si f':Z — Y est une autre application continue, alors on a (fo f')*(&) =
f ()

En effet pour (f o f')*(§) on a E = Ej.f(.). De l'autre coté on a
d’abord que pour f*(¢), l'espace E; = FEy(,, et ensuite, pour f™((),
on a B/ = E’f,(z). On pose maintenant ¢ = f*(§) et on obtient E. =
E}/(z) = Efop(2)-

(4) SiY C X et f est l'inclusion, alors on a f*(§) = §),,. En effet E =
Efy) = By
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PROPOSITION 1.18. Si (f,g) est un morphisme de K-familles entre (E,p, X)
et (E',p",)Y) avec f:Y — X et g: E' — E, adlors (f,g) induit un morphisme
de K-familles sur Y, h: E' — f*(FE) comme le montre de diagramme suivant

B —" f(E) 2 —E

T

(2

Y Y X

ot 7; est la projection sur le i-éme facteur.

DEMONSTRATION. L’application f : Y — X induit la K-famille (f*(E), 71,Y)
et si on pose h(e') = (p'(¢'),g(e’)) pour €/ € E’, alors on a bien (p'(e’),g(e’)) €
f*(E) car pma(p'(€'), g(€')) = plg(e')) = fp'(e) = fmi(p'(€), g(€)).

Ainsi on observe que p'(¢') = m1(p'(¢'),g(e’')) = m(h(e’)). On peut donc affirmer
que la partie de gauche du diagramme commute et donc h est un morphisme. [J

Considérons maintenant deux K-familles sur X (E,pg,X) et (F,ps, X), un
morphisme « : E — F et une application continue f:Y — X.
On peut définir un morphisme f*(a) : f*(E) — f*(F) par f*(a)(y,e) = (y,a(e))
qui est continu car « est continue. Ainsi le diagramme suivant est commutatif :

FH(F) i F
£ () nf /
(B) E or

' Y ! X

En particulier si Y C X et f est 'inclusion alors f*(«) correspond a la restriction
de o a p'(Y); en effet, on a f*(a) : pp' (V) — pp'(Y) car f*(E) = pp'(Y) et
fH(F) = pJTl(Y) par le point (4) de la remarque 1.17.

PROPOSITION 1.19. Soit f : Y — X une application continue. Alors la corres-

pondance E — f*(E) et a — f*(a) est un foncteur entre la catégorie des K-familles
sur X et la catégorie des K-familles surY .

DEMONSTRATION. Il nous reste seulement a voir que si 3 : FF — G est un
morphisme vers une famille G alors

[r(Boa)= [ (B)o f ().
Soit (y,e) € f*(E). On a alors
Fr(B) e f(a)((y,e)) = f*(B)((y, ale)))
(






CHAPITRE 2

Fibrés Vectoriels

1. Fibré vectoriel

DEFINITION 2.1. Soit £ = (E,p,X) une K-famille, alors & est dit un fibré
vectoriel si pour tout point x € X il existe un voisinage U de x tel que la restriction
€|y de £ a U soit isomorphe a une K-famille triviale

Cette derniére condition est verifiée s’il existe un K-espace vectoriel V' de di-
mension finie et un homéomorphisme ¢ : U x V. — p~1(U) tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

UxV—2 1
\ /w

et si pour tout point y € U l'application ¢, : V — E; soit K-linéaire; de sorte
que @ soit un isomorphisme de K-familles.

NOTATION 2.2. On appelle U un domaine de trivialisation en x € X du fibré
vectoriel &.
Un recouvrement {U; }ier de X est dit un recouvrement de trivialisation si chaque
U; est un domaine de trivialisation.

EXEMPLE 2.3. Montrons que ’exemple 1.3 est un fibré vectoriel.

E = H E, ot E, est I'espace vectoriel orthogonal & z. E C S x R*+1,

zeX
Pour z € S" onpose U, = {y € S™ :< y,x ># 0} ou < ., . > est le produit scalaire
usuel de R™*1. Posons ¢? : p~1(U,) — U, x E,. définie par ¢*(u,v) = (u,w) oit w
est la projection orthogonale de v sur E,. Explicitement on a w = v— < v,x > =.
Inversement on a v = w — % . Ainsi ¢” est un homéomorphisme et de plus,
grace a la linéarité du produit scalaire, on a bien que les applications wfuw) et

(apI)*l(uyw) sont K-linéaires, et donc E est localement trivial.

13
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2. Théorémes de recollement

THEOREME 2.4 (Recollement de morphismes). Soient & = (E,p,X) et & =
(E',p', X) deuz fibrés vectoriels avec méme base X. Soient de plus

(1) Un recouvrement ouvert {U;} de X
(2) Une collection de morphismes «; : &y, — gg]j iel

(0w &y, = (P~ (Ui),p| sy, - Ui) et &y, = (0 7H(U;)p( ., ,Uj)) tels
p—H(U;) % |p’ Lw;)
que Qijy, . = Qg o pour tout v, € I
inU;
Alors il existe un unique morphisme o : & — &' tel que QA 1y = Qi
DEMONSTRATION.
Unicité :

Soit e € E, comme {U; };es est un recouvrement de X, on a que e € Ey, pour un
certain i € I (Ey, est I'espace total de {y, ). Donc a(e) = ri(a;i(e)) our; : Ey; — B’
est l'inclusion. Ainsi «a est uniquement déterminée grace a la condition (2) qui nous
dit que « ne dépend pas du choix de 'ouvert U;

Ezistence
On identifie Ey, et Ey;, avec des sous-ensembles de £ et E respectivement.
Pour e € E on pose a(e) = a;(e) avec i tel que e appartienne a l'espace Ey,. La
condition (2) nous dit que cette définition est indépendante du choix de Pouvert
Us.

Les sous-ensembles £y, = p/ ~Y(U;) forment un recouvrement ouvert de I'es-
pace E’. En effet p’ ~1(U;) est un ouvert comme p’ est continue et si ¢/ € E’ alors
p'(e’') € U; pour un certain i € I et donc e’ € p'~1(U;).

On vérifie maintenant que « est continue.
Soit A C E’ un ouvert de E’, alors on peut écrire A = U Eéh N A et donc
il
a t(A) = a_l(U Ey NA)
il
= U o Y(E}, NA)
il
=Jai'(Ey, n4)
iel
Ainsi o™ H(A) = U,es a;l(E&i NA) qui est un ouvert de £ comme réunion d’ouverts
vu que «; est continue pout tout ¢ € I. Donc « est continue.
D’autre part a : E, — E/, est linéaire car E, = p~(x) C p~}(U;) = Ey, avec
x € U;, donc o, = o, qui est linéaire.
Ainsi « est un morphisme de fibrés vectoriels. [l

THEOREME 2.5 (Recollement de fibrés). Soit {U;},c; un recouvrement ouvert
d’un espace topologique X. Soient & = (E;,p;, U;) des fibrés vectoriels sur les es-
paces U;. Soient de plus gj; : Silv,ow, — Eilusnu, des isomorphismes qui satis-
font la condition de compatibilité gy, = gfcjg;-i pour tout i,5,k € I ou

lu;nu oy,
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I r— g

Jrj = gk]lUiﬁUjﬂUk et 95 = g]'LlUiﬂUjﬁUk :

Alors il existe un fibré vectoriel sur X et des isomorphismes g; : § — &, tels que
le diagramme sutvant commute

gji

fi\UimUj €j|UmU

QZIIJimX.J Awuj

g\umuj

J

DEMONSTRATION. La preuve est omise, voir Karoubi [1] p.8. O
EXEMPLE 2.6. Soit S™ la sphére de R**!, i.e.

S" = {z = (w1, ans1) € R 2l = \fad o422, =1},

Soit S7 (respectivement S™ le sous-ensemble de S™ tel que S} = {x € S™ : 2,41 >
0} (respectivemet S = {z € S™ : z,,41 < 0}. On obtient ainsi que STNS™ = S~ 1.

S
) R" \_74‘“ g

Soit de plus f:S""! — GL,(K) une application continue. Selon le théoréme
(2.5) il existe un fibré vectoriel E sur S™ associé naturellement a f.
Ey est obtenu en récollant les fibrés triviaux Ey = ST x KP et By = S x K
avec Dapplication de "transition" go; = f : S x KP — §"~1 x KP définie par
g21(z, k) = (2, f(2)(k)) pour tout z € S~ et k € KP (g11 et gao sont I'application
identité)

DEFINITION 2.7. Soit £ = (E,p,X) un fibré vectoriel. On définit sur X une
fonction rang rgy : X — N par r(z) = dim,(F,) = la dimension comme espace
vectoriel de E, pour tout x € X.

Si rg est constante égale & un entier n pour tout z € X, alors on dit que n est le
rang de &

REMARQUE 2.8. L’application rg est localement constante. En effet pour tout
x € X il existe un domaine de trivialisation U C X et un homéomorphisme ¢ :
p 1 (U) — U x V ot V est un espace vectoriel de dimension finie n. Ainsi, via ¢,
E, est homéomorphe a V pour tout € U et ainsi dim,(E;) = dim.,(V) = n
pour tout z € U et donc r(U) = {n}.

REMARQUE 2.9. Si X est connexe alors rg : X — N est constante. En effet
supposons que Tg ne soit pas constante. Soit R = {U;};c; un recouvrement de
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trivialistion de X.
Posons Ay ={U;, € R:rg(U)=1}
Ay ={U; e R:r(U)=2}

o0
On a U UA; = X ot UA; est la réunion de tous les éléments de A;. Chaque

i=1
UA; est un ouvert comme union d’ouverts. De plus si j € N vérifie A; # 0, alors
o0 o0
UA; N U UA; = 0, car sinon, si z € UA; N U UA; alors € UA; et donc
1=1 1=1
i # L F ]
oo
r(z) = j; mais on a aussi x € U UA; donc il existe k # j tel que z € UA, et
1=1
i F ]

ainsi r(z) =k ;é j.- On a donc contradiction.

Donc UA; N U UA; =0 et ainsi X = UA; [] U UA; et donc X n’est pas
i=1 =1
(N i FJ

connexe, ce qui nous méne a une contradiction, s’il existe i # j tel que A; # ().

DEFINITION 2.10. Soient X un espace topologige et G un groupe topologique.
Un G-coclycle sur X est donné par un recouvrement ouvert {U;};cr de X et des
applications continues g;; : U; NU; — G telles que gi;(z) - gji(x) = gri(z) pour
xEUiﬂUjﬂUk et i,j,k‘EI.

On note un G-cocycle par (U, gj;)

REMARQUE 2.11.

— gii(z) = e ot e € G est 'élément neutre de G. En effet on a par définition que
gr;(x) - gji(x) = gri(z) et si on pose j =i on obtient gi;(x) - gii(x) = gri(x)
et ainsi g“( ) = gri(2) Lgri(z) = e.
= gji(x) 7" = gij(x) car gij(x)gji(x) = gii(x) = e et donc g;(x) = gji(z)

DEFINITION 2.12. Deux G-cocycles (Us, gji), (Vr, hey) sur X sont équivalents s'il

existe des applications continues gj : U;NV, — G telles que g5 (x)-gji(z)-gj ()" =
hsr(z) pour x € U; NU; NV, N V.

-1

On note (U;, gji) ~ (Vr, hsr)

REMARQUE 2.13. Ceci est une relation d’équivalence.
symétrie :

Si (Ui, g5i) ~ (Vr, hsyr) alors on a gj(x)gji(c)g{(x)’l = hsr(z) et ainsi g;;(z) =
6@)  har (2)g] (2). | | |
On pose g5(x)~" = hi(z) et g (x) = hi.(x)~" et ainsi gji(x) = hl(z) " he(2)hi(z)
et donc (V;, hsr) ~ (Ui, g5i)-
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réflexivité :
On pose gl () = g;r(z). On obtient ainsi

gj(x)gji(ﬂf)gf(x)_l = g5 (®)g5i (%) gri(z) ™!
= 9si()gir ()
= gsr(x) pout tout i,j,s,7r € I

Ainsi on a bien que (U, g5:) ~ (Ui, gji)-
transitivité :

Supposons (Ui, gji) ~ (Vi her) et (Vi hep) ~ (Wi, Lyw)-
On a donc des applications h¥ : V,.NW,, — G telles que hY(x)hg (2)h%(z) ™t = lyy
pour z € V., NV, N W, NW,

Ainsi Ly () = 1Y (2)hsr (2)hit(2) 71 = hi(2) g5 ()gji(2)g] (x) 7" (x)hit ()~
On définit
ki (z) = hy(z)g;(x)
et
kit (z) = hy!(2)g; (x)
pour des s et r quelconques ol
Ky - Uj N W, — G est définie par £} () = h{(z)g;(z) avec s tel que z € V.
De méme pour kY, i.e.,
k¥ - U; N W, — G définie par g¥(z) = h¥*(z)g! (z) avec r tel que x € V.
Ceci est bien défini car {Vj} est un recouvrement de X et siz € V,NV,NU,NW,
alors ()99 (x) = hi(w)g? (2).
En effet de (U;, gji) ~ (Vy, hsr) onaque g (2)gii(2)gf (x) ! = hpy(x) done gf (z) gl (z) ™! =
hpg(z) pour z € U; NV, NV,.
De méme, de (V. hg) ~ (Wy, lyy) on a que

h;(ﬂf)hpq(5'3)hg(33)71 = lyu ()
@hg(x)hpq(w)hg(x)_l =e
Shpe(z) = h;)‘(:s)flhg(z) pour x € V, NV, N W,

On obtient alors A (z)~'hi(x) = gi (x)g}(z)~" pour tout x € V, NV, NU; N W,,.
Et ainsi b} (z)g] (z) = hi(z)g} (x) pour tout z € V, NV, NU; N W,

Ainsi Ly (z) = g} (2)gji(v)g;(x) pour tout » € U; N U; N W, N W, et donc
(Ui7gji) ~ (Wual'uu)

On note H' (X, G) = { G-cocycles} ., Pensemble des classes d’équivalence des
G-cocycles.

THEOREME 2.14. Soit ®X(X) l'ensemble des classes d’isomorphisme de K-
fibrés vectoriels sur X de rang n. Alors ®<(X) est isomorphe a 'ensemble H (X, G)
0t G = GLn(K)
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DEMONSTRATION. On va définir deux applications

h: oKX) — HYX,G)
MoOHY(X,G) —  OK(X)
Soit ¢ = (E,p,X) un fibré vectoriel et {U;};c; un recouvrement de trivia-

listation de X. Soient ¢; : U; x K* — Ey, des isomorphismes donnés par la
trivialisation et g;; : U; N U; — G défini par g;;(z) = (¢j)z " - (pi)e pour tout
1,7 € 1.

Ainsi on a que (U;, gj;) est un G-cocycle sur X. En effet gi;(2)gji(z) = (¢r)y*
(@i)e - (0i)z' - (Pi)e = (pr)z "+ (i)e = gri(z) pour tout x € U; NU; N Uy,

On pose h([¢]) = [Uy,g;i]. La classe h([¢]) € H'(X,G) ne dépend ni du choix du
représentant de la classe [€] ni du choix du recouvrement de trivialisation et des ¢;
utilisés pour construire le cocycle. En effet si (V;, hg,-) est un cocycle associé au fibré
vectoriel ¢ = (E',p', X ) [€] qui a les trivialisations ¥, : V. x K® — Ey, , alors
on pose g7 (z) = ()71 fu (pi)e OU fr 1 B — E! est donné par l'isomorphisme
f:E — E entre C et €.

SizeU;NU; NV, NV alors on a

95 (2)gji(2)g7 ()71 = (Ws)7" Fol0)a ()7 (0i)a(0i)s  fr  (Wr)a

= (¥s)z" (¥r)a
hsr(x)

et donc (Uj, gji) ~ (Vi hsr) si ¢ est isomorphe a €.

Ainsi h est bien définie.

Réciproquement si (U;, gj;) est un G-cocycle, soit ¢ le fibré vectoriel obtenu en
recollant les fibrés vectoriels triviaux E; = U; x K" avec les applications gj; :
U; NU; — G de la facon suivante.

On pose §j; : UiNU; x K* — U; NU; x K™ définie par §;;(z,a) = (z, g;:(z)(a)).
Pour x € U; NU; N Uy, on a bien

Jrj - Gji(x,a) = grj(x, gji(x)(a))
( )

et donc la condition de compatibilité réquise par le théoréme (2.5) est satisfaite par
gji et on obtient donc un fibré vectoriel £ = (E,p, X).

On pose 1/ ([(U;, g5:)]) = [£]. Cette application est bien définie. En effet soit (V;., hsy) €
[(Us, gji)] un autre représentant de la classe et soit F est le fibré vectoriel obtenu
en recollant les fibrés triviaux F,. = V,. x K",

Montrons que E et F' sont isomprphes.

Soit  : F — F' le morphisme unique qui fait commuter le diagramme suivant
pour tout couple (i,7).
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s
9i
Ei‘U,iﬁVr ? FT|UimVT
Jily,nv,. hTIUimVT
Xy, nv,
NV
E\Umv,,. FIUmv,,,

ou g} est donnée par 'équivalence entre (U, gj;) et (V;, hsy) :

gl U, NV, xK" — U; NV, x K® définie par g} (z,a) = (z, gl (x)(a)); et g;, hy
sont les isomorphismes donnés par le théoréme de recollement (2.5).

o est bien définie car six € U; NV, et © € U; NV, alors on a

hsr(2) = g5 (x)gji(x) g} (2)
Shep(2)g] (2)g5i(x) " = g3 (2)
Shy(x) " he(2)g] (2)gi(x) " g;(2) = g5 (z)
She(2) g7 (2)gi(x) ™" = he(2)g] (x)g;(x) "

De plus on a que « est un isomorphisme car de la méme fagon on peut définir
8 : F — E qui fait commuter le diagramme dans le sens inverse. Ainsi E est
isomorphe & F.

Enfin h et A’ sont I'une I'inverse de I'autre par définition. O

THEOREME 2.15. Soient (U, g;:) et (Ui, hj;) deux cocycles avec le méme re-
couvrement sur l’espace X.
Alors les fibrés vectoriels associés E et F respectivement sont isomprphes si et
seulement s’il existe des applications continues \; : Uy — G = GL,(K) telles que
hji(z) = Nj(@)g;i(@)\i(z)~ pour x € U; N U;. En particulier le fibré vectoriel E
est trivial si et seulement si gj;(x) = \j(z) " Xi(x) pour un bon choiz des \;

DEMONSTRATION. Soit & : E — F un isomorphisme. On a alors le diagramme
commutatif suivant :

Yy, nu;
E M F
\UmUj |UmUj
%Uj hj\U,imUj
. U;nU;
7 4 AJ\UtﬁUj F.
Hu;nu; Jluinu, jluinuy
Gji J, hji
Ei\UimUj h Filuimjj
>‘i|Uir‘1Uj

ou E; = F; = U; x K" et ou, selon la notation de 1.13, N o= h; - o, (g:))~ %
jS = gjg;:l et hji = hjh{l .

On obtient donc que hj;(x) = Aj(x)gji (z) i (z) L.

En particulier si on choisit h;;(z) = e, I'élément neutre de G, pour tout x € UrNUj,
alors on a que F' est isomorphe au fibré trivial et du diagramme on a g;;(z) =
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Aj(@) 7 ().

Réciproquement si des tel \; existent, alors on se raméne a la derniére partie
de la preuve du théoréme (2.14) O

EXEMPLE 2.16. Appliquons le théoréme précédent a I'exemple 2.6 avec les
mémes notations. Soit A : By = ST x KP — F; un automorphisme qui induit un
automorphisme p: By, , = Sl x KP — By -

On considére les deux G-cocycles ({E1, E2}, 921 = f) et ({E1, Ea} har = f - ),
avec ji comme dans le théoréme 1.13. On montre que Ey et Ey.; sont isomorphes.
On applique le théoréme précédent en posant Ay = (A)~! : St — GL,(K) définie
par (A\)~(z) = AM(z)~! (comme dans le théoréme 1.13), et Ay = id.

On observe que pour tout = € S" 1 on a Ag(z)ga1 (z) A1 (2) ™' = id f(z)(A(z)~ 1)~ =
f@)\(z) = f(z)ia(x) = hoi(z). Ainsi les deux fibrés sont isomorphes.

3. Opérations sur le Fibrés Vectoriels

On appelle K¢ la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps
K, et Vect(X) celle des fibrés vectoriels sur l'espace topologique X.
Si on veut préciser le corps, par exemple R, on note R¢ et Vectg(X).

DEFINITION 2.17. Une catégorie € est additive si pour tout A, B € € len-
semble Home (A, B) est muni d’une structure de groupe abélien compatible avec la
composition d’applications.

PROPOSITION 2.18. Soient E, F € Vect(X), alors Homyeqx)(E, F) est un
groupe abélien, et donc Vect(X) est une catégorie additive.

DEMONSTRATION. Somme: Si f,g € Homyec(x)(E, F'), on pose pour
zelk

(f+9)(2) = f() +9(2)
C’est bien défini car on fait la somme dans F,(,).

f+ g est un morphisme ; en effet il nous ne reste qu’a vérifier la continuité,
et localement on a

U xvV— U xw

N,

ol m(x,z) = (@, fo(2) + g2(2)). Ainsi f/jr/g est continue car c’est li-
néaire. Donc f + g est continue.
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Elément neutre: On a I’élément neutre évident
f+ B — F

z +— 0

Inverses: Si f €Homyecy(x)(E, F) on pose
-f: E — F

z _fp(z)(z)

—f est continue et clairement (—f + f) =0
([l

LEMME 2.19. Soit f : Y — X wune application continue entre deux espaces
topologiques Y. Alors le foncteur f* de la proposition 1.19 induit un foncteur entre
la catégorie Vect(X) et Vect(Y).

DEMONSTRATION. Il faut voir que f*(£) est localement triviale si £ est un fibré
vectoriel.
Soit y € Y et soit U un voisinage de f(z’) € X tel que &y soit triviale.
Soit U' = f~1(U) et g : U’ — U la restriction de f a U’.
On a le diagramme

R

g*(&v) gUHUIV
R RN N

Donc £y 2 U x V et ainsi par définition on a
9" (v) 2 U xpy (U x V).
On pose
U xy(UxV) — U XV
(u', u,v) — (v,v)
(W g(W),v) = (uv)
Les deux applications sont évidemment I'une I'inverse de ’autre et ainsi
g &) 2U xy (UxV)=U x V.

Donc f*(£) est localement triviale.
En particulier si Y est un sous-espace de X alors f*(§) = &y est un fibré vectoriel.
|

DEFINITION 2.20. Un foncteur ¢ : K¢ — K¢ est appelé continu si pour
tout couple (M, N) d’objets dans K¢, Papplication naturelle ¢y n : KE(M, N) —
K¢ (p(M), p(N)) défine par par, v (f) = ¢(f) pour toute application linéaire f de M
dans N, est continue (pour la topologie usuelle sur un espace vectoriel de dimension
finie).

EXEMPLE 2.21.
1) eM)y=Ma&--- &M
N—————’

i fois
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2 M) =Mx--- M
i fois
Pour voir que ces foncteurs sont continus, on choisit une base pour M et N, alors
la matrice de v () est donnée par une matrice qui dépend de fagon continue
de la matrice de «, pour o € K¢(M, N).

On aimerait maintenant associer & chaque foncteur continu ¢ un foncteur
¢ = p(X) :Vect(X)—Vect(X) dans la catégorie des fibrés vectoriels sur X,
Vect(X), qui coincide avec ¢ quand X est réduit & un point. Si £ = (E,p, X)
est un fibré vectoriel sur X, on définit ’ensemble E' = ¢'(E) comme 'union dis-
jointe H »(F.), muni de la projection p’ : ¢'(E) — X definie par p/(¢’) = x avec

rzeX

x tel que €’ € p(E,).
Pour munir ¢’(F) d’une topologie pour qu’il devienne un fibré vectoriel, on a besoin
du lemme suivant.

LEMME 2.22. Soient £ = (E,p, X) un fibré vectoriel sur X et U, V des sous-
ensembles ouverts de X . Soient de plus B: Ey — U XM et~y : By — V X N des
trivialisations de E sur U et V' respectivement. Posons alors 3’ : E{; — U x ¢(M)
ety : E{, — V x o(N) les bijections induites par fonctorialité sur chaque fibre. Si
on donne a Ej; et Ei, les topologies induites par ces bijections, alors elles coincident

sur Ef; N E{, = E; et de plus E};~y est un ouvert aussi bien dans Ef; que dans

DEMONSTRATION. On a le diagramme commutatif suivant :

BV (0 A V) x p(M)
unv

5
!
Nuav

Epny —— (UNV) x ¢(N)

ou ¢ est donnée par la composition d’application continues

P$M,N

U xV——K{(M,N) ——= K{(p(M), p(N))

avec § = v -B7' . Comme § est continue, 0 est aussi continue (théoréme
lvav lunv ’

1.13). Pour la méme raison 6! est aussi continue et ¢a nous montre que les deux

topologies sur E"mv coincident. De plus la projection pj; : E{; — U est continue

par rapport a la topologie induite par 5. Ainsi Ef;, ,, = p’ljl(UV) est un ouvert
de Ej;, et de méme Ej;y, est un ouvert de EJ,. O

On peut maintenant définir une topologie sur E' = ¢'(E). Soit {U, };er un re-
couvrement ouvert de X, et soit 3; : Ey, — U,; x M, une trivialisation de E sur U;
pour chaque i € I. Par fonctorialité, les isomorphismes 3; induisent une bijection
Bi : By, — Ui x p(M;) et ainsi on peut munir Ey; d’une topologie. On le munit
maintenant de la topologie la plus fine qui rend l'inclusion Ej; — E’ continue.
Ceci est possible car, grace au lemme précédent, pour tout couple (z,7) € I x I les
topologies sur £y, et E{JJ coincident sur E{]mUj, qui est ainsi un ouvert de Ey; et
de E{]j.
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Cette topologie ne dépend ni du choix du recouvrement ni du choix des triviali-
sations. En effet, si {V;};cs est un autre recouvrement et ¢, : Ey, — V. x N,
est une autre trivialisation pour chaque j, alors le méme argument qu’avant nous
montre que si on a deux topologies possibles sur EIIJme elles coincident, et que
Ey; Ay, est un ouvert de Ey; et de EY, . Ainsi les deux topologies sur £ coincident.
Enfin E’ est localement trivial car Ey; est homéomrphe a U; x ¢(M;) et donc c’est
un fibré trivial pour tout ¢ € I.

Pour définir complétement le foncteur ', il faut définir
=9 (f) ¢ (BE) — ¢'(F)

dans le cas ot f: F — F est un morphisme de fibrés vectoriels sur X. On définit
f! sur chaque fibre par f, = p(f.) : ¢(F.) — ¢(Fy), qui est linéaire car f, est.
Pour montrer que f’ est continue, on regarde les diagrammes suivants

By —2—UxM o  Ej—50Ux (M)

ST

Fy——UxN Fl, — U x ¢(N)

ou ', v et ¢’ sont induites par fonctorialité sur chaque fibre par 3, 7 et g respec-
tivement. Alors I'application ¢, induite par ¢, est la composition des applications
continues suivantes.

U —3KE(M, N) —Z5Ke (o(M), p(N))

En accord avec le théoréme 1.13 application ¢’ est continue et donc f’ est continue.
GENERALISATION 2.23. Soit % la catégorie

REP X - - xREP X CEP x - xCEP xRy x -+ xRy x C5 x -+ x CS

~~ ~~ ~~ ~~

P1 P2 @ az
et soit " la catégorie

REP X - xREPXCEP x - XxCEP xRy x -+ xRy x C5 x -+ x CS

~ v

~~ ~~ ' N~
/ ’ ’

Py Py a1 a3
ou la notation P indique la catégorie opposée (mémes objets mais fleches inversées). Un
foncteur ¢ : € — %' est appelé continu si pour tout couple (R,S) de objets de ¥,
l'application (R, S) — €' (¢(R), ©(S)) est continue. Alors la méme méthode qu’avant
nous montre comme on peut définir un foncteur ¢’ = (X) : €(X) — €'(X) ou

€ (X) = Vectr(X)?? x -+ x Vectr(X)" x Vectc(X)? X -+ x Vecte(X)P

v

p1 p2
x Vectr(X) x -+ X Vectr(X) X Vectc(X) X - -+ X Vecte(X)

q1 q2
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et

€' (X) = Vectg(X)°? x --- x Vectg(X)” x Vectc(X)? x --- x Vectc(X)°P

v

~ ~
Py Y

X Vectr (X)) X -+ x Vectr(X) X Vectc(X) x «-+ x Vecte(X)

v

~~ ~~

ai a3

Si la composition de deux foncteurs ¢z - @1 est bien définie, alors on a (¢2 - 1)(X) =
w2(X) - ¢1(X). Enfin, si p1 et w2 sont des foncteurs isomorphes, alors ¢1(X) et w2(X)
sont aussi isomorphes.

DEFINITION 2.24. Soient (E,p, X) et (E’,p’, X) deux fibrés vectoriels sur X.
Alors le produit fibré E x x E’ est le sous-ensemble de E x E’ formé par les couples
(e,e') tels que p(e) = p'(¢/). On a que E xx E’ est une K-famille sur X avec
projection ¢ : E xx E' — X définie par g(e,e’) = p(e) = p'(¢’) et avec fibres
¢ Y (x)=FE, x E..

EXEMPLE 2.25.

(1) Le foncteur ¢ : K¢ x K¢ — K¢ donné par ¢(M,N) = M & N induit
©(X) : Vect(X) x Vect(X) — Vect(X). Si E et F' sont des fibrés vectriels
sur X, alors le fibré vectoiel p(X)(E, F) est noté E @ F et est appelé la
somme directe ou somme de Whitney des fibrés vectoriels E et F. E® F
est isomorphe au produit fibré E x x F' car la fibre au-dessus de x dans
E x x F est donnée par p(F,, F,;) = E, ® F, ~ E, x F, qui est la fibre
au dessus de x dans le produit fibré.

De plus les identités classiques pour les espaces vectoriels impliquent grace
a 2.23 les isomorphismes (E® F)OG=2E® (FOoG)et EQF=2FaE.

(2) Soit ¢ : K¢ x K¢ — K¢(K) le foncteur défini par o(M,N) = M ®g N.
Alors p(X)(E,F) = EQF est le produit tensoriel de E et F. Encore une
fois on a les isomorphismes (EQF)@G X EQ(FRG) et EQF 2 FQE.

(3) Sip: K x K¢ — K¢ est le foncteur (M, N) — K¢(M, N) alors 'ob-
jet o(X)(E,F) = HOM(E, F) est appelé le fibré vectoriel des homomor-
phismes entre E et F (la fibre au dessu de z € X est K¢(E,, F,) =
Homge (E,, Fy)).

REMARQUE 2.26. On a que f*(E® F) = f*(E) & f*(F), donc que f* est un
foncteur additif. En effet, il est facile de vérifier que 'application

(9, (e, [)) — ((g5¢€), (g, [))

est un isomorphisme de fibrés vectoriels.
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4. Sections de Fibrés Vectoriels

DEFINITION 2.27. Soit £ = (E,p, X) un fibré vectoriel. Une section de £ est
une application s : X — F telle que po s = Idx. Une section s est dite continue
si s est une application continue.

NoTATION 2.28. On note I'(X, E) ensemble des sections continues du fibré
vectoriel (E,p, X). S’il n’y a pas d’ambiguité sur l'espace X on écrit I'(X, FE) =
I'(E).

EXEMPLE 2.29. Si sg : X — FE est I'application qui & chaque point =z € X
associe le vecteur 0 de I'espace E, alors sg est une section continue. En effet comme
so(x) € E,, on a bien que p - sg = Idx. Montrons maintenant que sg est continue.
Soit zg € X et V un ouvert trivialisant de zg. On a le diagramme commutatif
suivant

A

Ey ———VxT
|4

ol p : By — V x T est une trivialisation locale avec T" un espace vectoriel de
dimension finie.

Définissons 0 : V. — V x T par o(x) = (z,0). Clairement o est continue et de plus
on a ¢ - sq, (z) = ¢(0;) = (2,0) = o(x) pour z € V, et ainsi so, = ¢~ -0 qui est
continue. Donc sqg est continue puisqu’elle est localement continue.

Cette section est appelé section zéro du fibré vectoriel.

IR

p

EXEMPLE 2.30. Supposons que F soit le fibré vectoriel trivial X x M. Alors une
section continue de F peut étre écrite comme x — (z, s1(z)), ott 51 : X — M est
une application continue. Inversement, toute application continue X — M induit
une section continue de F.

On va montrer maintenant un théoréme tres utile qui, en s’appuyant sur les
sections, nous donne un outil pour vérifier si une K-famille est triviale. Si c’est le
cas, la famille est aussi un fibré vectoriel trivial.

THEOREME 2.31. Soit £ = (E,p, X) une K-famille sur l’espace topologique X .
Alors € est triviale si et seulement s’il existe des sections s1,. .., $n, € (X, E) telles
que {s1(x),...,sn(x)} soit une base de l’espace E, pour tout v € X

DEMONSTRATION. Supposons que ¢ soit une K-famille triviale.
On a le diagramme commutatif suivant

E— s XxT

) ~
st
X

avec F, =T ou T est un espace vectoriel de dimension finie, pout tout x dans X.
Soit {vy,...,v,} une base de T et définissons §; : X — X x T par

$i(x) = (z,v;).
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Posons de plus
si:goflos}:X—>E

avec s;(z) = o=z, v;).
On a que s; est continue car s; est continue et ¢ est un homéomorphisme.
De plus on a que

-1
posi(z) =poy” (z,v;) ==
Ainsi chaque s; est une section continue.

Comme ;! : {z}xT — E, est un isomorphisme et comme {(z,v1),..., (2,v,)}
est une base de {x} x T, alors son image

{s51(x),...,sn(x)}

par ¢, ! est une base de FE,.

Réciproquement, supposons que pour tout € X on a que {s1(z),...,sn(2)}
est une base de F,.
Soit {si(x),...,sk(x)} la base duale associée.
Pour tout z € E, on a que

Remarquons que
* .
si(z): B, — K
est linéaire et comme la dimension de K-espace vectoriel de E, est finie, on a que

s¥(x) est continue. Soit V' un K-espace vectoriel de dimension n et vq,..., v, une
base de V. Posons alors ¢ : E — X x V définie par

7

p(2) = (p(Z)a Z 57 (p(Z))(Z)vz)

1

@ est bijective car son inverse ¢~ : X X V — FE est donné par

@) = 3 i)
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Ou vj,..., v} est la base duale.
En effet on a bien que

pop  (x,v) =) vf(v)si(z))

= p(ZvJ(U)SJ(x)),ZS?(p(l Vi (0)85(2))) (D 05 (v)s5 ()i

Et de méme

V3
S
—
S
~—

N
N
=
—

N
—

e

Sox
—
<
N
N

W
N
—
S
—

N
N
=

si(x)(z) si(x) avec © = p(z) car z € E,

I
w

Pour montrer que ¢ et ¢ ~! sont continues, il suffit de remarquer que p, s;, s}

et v sont toutes continues. g

EXEMPLE 2.32. Soit X = 5% = {x € R?: ||z|]| = 1} et considérons la K-famille
E = TS? qu'on appelle fibré tangent, et qui est définie par

TS? = {(z,v) e R®* xR®: x € §? et (x,v) = 0}

ott (-,-) est le produit scalaire standard de R3.

On muni T'S? de la topologie induite par celle de R? x R3. Un élément de T'S? peut
étre representé par un couple (m, v) avec x € S 2etve T,, ou T, est le plan tangent
a S? en . La projection p : TS? — S? est donnée par p(z,v) = .

Une section s : §? — T'S? n’est rien d’autre qu’un champ de vecteurs tangents a
la sphére. Or, par le théoréme du hérisson, un tel champ s’annule en au moins un
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point. Il n’existe donc pas de sections s, so telles que {s1(x), s2(z)} soit une base
de T, pour tout = € S2. Donc T'S? n’est pas triviale.

NoOTATION 2.33. On note A := Cg(X), l'anneau des fonctions continues a
valeur dans K.

PROPOSITION 2.34. Soit (E,p, X) un K-fibré vectoriel, alors
IX,E)={s: X — E| s est une section continue}

est un A-module.

DEMONSTRATION. Posons (s1 + s2)(z) = s1(x) + sa(x) et (As)(z) = A(z)s(z)
pour tout x € X ; 5,851,852 € (X, E) et A € A.
Ces applications sont bien définies car les opérations sont effectuées dans les fibres
E, pour tout x € X. Montrons qu’elles sont continues.
Comme dans 'exemple 2.29, soit o € X et V un ouvert trivialisant contenant xg.
On a le diagramme commutatif

A

Ey ——— =V xT
|4

ol ¢ : By — V x T est une trivialisation locale avec T" un espace vectoriel de

dimension finie.

Ona FE, i—”) T via 'homéomorphisme ¢, pour tout z € V.

IR

p

On pose

ST—T—/SQ V—VxT
T (2, Yr51() + Prsa(T))

As:V—VxT
x+— (7,92 (A(2)s(2)))
Ces deux applications sont clairement continues et on a
po(s1+s2)), (@) = p(s1(z) + s2(x))
= (@, ¢z51(2) + P52(2))

= STJ\:SQ(:E)
donc (s1 +s2)), = ¢ to 51+ 52 qui est continue. De méme (As)), =¢ Lo As.

O
PROPOSITION 2.35. 576, &2 X x K™ est un fibré vectoriel trivial, alors
r,) = A",
i.e., c’est un A-module libre de type fini.

DEMONSTRATION. 6,, est un fibré trivial, et donc, pour le théoréeme 2.31, il
existe des sections s1,...,s, € I'(0,) telles que {s1(x), ..., sn(x)} soit une base de
{z} x K" On montre maintenant que {s1,...,$,} est une partie génératrice de
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L'(6y,).
Pour tout z € X et s € I'(6,,) on a
s(z) = M(z)s1(z) + -+ + An(2)sn(2)
ou on interpréte les \; comme des applications de X dans K. Ces applications
sont clairement continues puisque s, s1, ..., S, sont continues. Ainsi tout élément

de I'(6,,) peut étre écrit comme combinaison linéaire d’un nombre fini d’éléments
de T'(6,,) a coefficients dans A. Donc I'(6,,) est de type fini.

Définissons maintenant une application

Y I'6,) — A"

N .
s=2 i Aisi — (A )
On vérifie facilement que ¢ est A-linéaire est bijective. Donc I'(6,,) est libre. O

PROPOSITION 2.36. Si (E,p, X) est un fibré vectoriel sur un espace topologique
compact' X , alors T'(X, E) est un A-module de type fini.

DEMONSTRATION. La proposition précédente nous dit que I'(E) et "X, E)
est un A-module. Montrons que c’est de type fini.

Soit {U; }ier, avec I = {1,...,n}, un recouvrement de trivialisation fini. Sup-
posons que la restriction Ey;, du fibré a U; soit triviale de rang n;.

Soit {n;}icr une partition de I'unité, qui existe car X est normal. Autrement
dit on a des applications

ni: X — R, i €1, telles que

e supp(n;) € Ui
n

. an(m) =1 pour tout =z € X.
i=1

Comme dans la preuve de la proposition 2.35, pour chaque U; on a une partie
génératrice {s;1,...,8n,} de I'(Ey,). Ainsi, si s; € I'(Ey,) est la restriction de
s € I'(E) a U; on peut écrire
$i = Xij1Sin 0+ Ain, Sipn, -

Définissons maintenant pour ¢ € I et 1 < j < mn;

tiyj =1~ Sij
et ~

Qi =1 Aij
ol §; ; et 5\” sont les prolongements par 0 de s; ; et A; ; sur tout 'espace X. On
observe que t; ; et «; ; sont continues.
On considére maintenant la somme

E Q; jtij
irj

pour X compact on entend X para-compact et Hausdorff. Ainsi X est aussi normal.
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ot on a bien que o; ; € A et t; ; € T'(E).
On calcule donc, pour x € X

Z i jti g (x) = Z Z a; j ()t j(x)
= Z Z ()N (2)ni(x)3;, 5 (x)
=D @) D N ()55 ()

J

Ainsi {t; ;Vieri<j<n, génére I'(E). O
LEMME 2.37. Soient E et F' deux fibrés vectoriels sur X. On a que
NX,E)oT'(X,F)2T'(X,Ea F),
un isomprhisme de A—modules.

DEMONSTRATION. On définit "application

(r,s) — S®T

o s @ r(x) = (s(z),r(z)) vu dans E, @ F,.
Cette application est clairement A-linéaire et bijective, c’est donc un isomorphisme.
|

PROPOSITION 2.38. Soit (E,p, X) un fibré vectoriel sur un espace topologique
compact X. Alors T'(E) est un module projectif de type fini.

DEMONSTRATION. Par la proposition 2.36, T'(E) est un module de type fini,
montrons qu’il est projectif. Par le théoréme 2.45 il existe un fibré F' sur X et un
entier n € N tels que

EoF=0,
ou 6, est un fibré triviale de rang n. Ainsi
I(E®F)=T(0,).
Par le lemme 2.37 on a
NEqF)2T(E)®T(F).
D’autre part, par la proposition 2.35 on a
r,) = A".
Ainsi on a
N(E)eT(F) = A"
et donc I'(E) est un facteur direct d’un module libre, ainsi il est projectif. ]
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5. Théorie de I’ Homotopie des Fibrés Vectoriels

Dans cette section on va énoncer des théorémes qui reprennent le concept de
fibré induit introduit dans la section 4. Pour faire cela on admettera d’abord le
résultat suivant.

PROPOSITION 2.39. Soient E et F deux fibrés vectoriels sur un espace para-
compact X. Soient Y un sous-ensemble fermé de X et a: By — Fy un isomor-
phisme de fibrés vectoriels. Alors il existe un voisinage V de 'Y et un isomorphisme
o 1 By — Fy tel que oy =

DEMONSTRATION. La démonstration est omise, voir [1], p.24. O

THEOREME 2.40. Soit X un espace topologique compact et E un fibré vectoriel
sur X x I, ou I =10,1]. Posons

ap X —XxI

x+— (z,t)

Alors les fibrés Ey = of(E) et E1 = oi(E) sont isomorphes.

DEMONSTRATION. La projection m; du fibré est donnée par
m X xI—X
(z,t) — .

Posons E; = o} (E). On a le diagramme

ﬂ-T(Et)\Xx{t} Et E‘Xx{t}
X x{t} 2 X —55 X x {t}

On a bien que 77 (E;)
donc

WT(Et)‘Xx{f,} = WT(O‘:(E)MXXU} = (atoﬂ-l)*(E)\Xx{f,} = Id;(x{t}(E)lxut) = E\XXU}
Par la proposition 2.39, il existe un voisinage V de X x {t} dans X x I tel que
By = (B, -

Comme X est compact, V' doit contenir un voisinage de la forme X x U ou U est
un voisinage de ¢t dans I. En effet V' peut s’écrire comme

est isomorphe & E\me’ car oy = IleX{t} et

[xx{t} T x ey

V=|JA4,xBcXxI
jeJ
Avec les A; qui recouvrent X et les B; qui sont des voisinage de ¢. Comme X

est compact on peut choisir un sous-ensemble fini L de J tel que {A;};er soit un
recouvrement fini de X. En posant

U:ﬂ&

leL
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on obtient que U est encore un voisinage de t et donc

UAlxﬂBl:XxU

leL leL

est un voisinage de X x {t} C X x I.

Evidemment si Ey = 77 (E})|, alors on a aussi Exxy = 77 (E})
phisme est défini sur chaque fibre.

On rappelle que si f : Y — X est une application continue, alors f* est un fonc-
teur covariant et donc si E et F' sont deux fibrés isomorphes, on a que f*(E) et
f*(F) sont isomorphes.

On considére I'application continue d’inclusion i : X x {u} — X x U pour u € U.
On applique le foncteur i* aux fibrés isomorphes Ex xy = 7} (Ey) On obtient

i*(EXXU) = i*(WT(Et)\XxU)‘

|xxu car lisomor-

‘X><U'

Donc

EXX{“} = WT(Et)IXX{u}
car dans le cas d’une inclusion, le fibré induit coincide avec la restriction (remarque
1.17, point 4).
On applique maintenant le foncteur o), aux deux fibrés isomorphes qu’on vient
d’obtenir. On a

ay (Exxquy) = @ (71 (Bt x o 0y)
Et ainsi
E, =~ E,
car
(T (E) |y py) = (T 0y © )™ (Er) = Idx (Ey) = Ey.

Le diagramme suivant illustrera bien la situation

Ky ;>Eu WT(Et)IXX{u} ;}Elxuu} W*(Et)\xXU ;}E‘XXU
X o X x {u} - X xU

Donc pour tout v € U on a que F,, = E; et donc par connexité de I, Ey = F;. O

THEOREME 2.41. Soient X un espace compact et fo, f1 : X — Y deux appli-
cations continues et homotopes. Si E est un fibré sur Y, alors fi(E) = f{(E)

DEMONSTRATION. Soit H : X x I — Y une homotopie entre fy et fi.
On a
fo(E) = (H o ag)"(E) = ag(H™(E))
et
fi(E) = (H o a1)"(E) = ai(H*(E)).
Vu que H*(E) est un fibré sur X x I le théoréme précédent nous permet d’affir-
mer que af(H*(E)) et af(H*(E)) sont isomorphes, et donc fi(E) et fi(E) sont
isomorphes. (Il

THEOREME 2.42. Si X est un espace compact contractile, alors tout fibré vec-
toriel sur X est trivial.
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DEMONSTRATION. Soit
f:X—X

Tr—— T

I’application constante en zo € X. Comme X est contractile, f est homotope a
l'identité Idx.
Soit F un fibré sur X, on a

E=(Idx)*(E) = [*(E)

car on peut appliquer le théoréme précedent.
D’autre part si on pose

h: X — {zo}
T — X
et
i:{zo}— X
Ty —— Zo
ou 7 est I'inclusion, alors on a
f=ioh

et ainsi

F(B) = (i 0 h)*(B) = h*(i*(E)).
Vu que @ est I'inclusion, le fibré induit est isomorphe a la restriction (remarque 1.17,
point 4). Ainsi

i*(E) = Eggyy-
Mais
Epngy =1~ (w0) = {w0} X By,
Ainsi i*(F) est trivial, i.e., i*(F) 2 {zo} X Ey,.
On applique le foncteur A* aux fibrés isomorphes qu’on vient d’obtenir, et on a
Wi (B)) 2 B ({20} x Eay)
Sh*(*(E) 2 X x ({no} x Ey,)

ot ({zo} x Ey,) est clairement un espace vectoriel. En effet

h*({zo} X Ey) = {(z,20,¢€) € X x ({20} X Ey,) : h(x) = m1(x0,€) = 9 = p(e)}
=X X {zo} X Ey,)

W (i (B)) — h*({x01 X Eq,) i*(E) <1 Ey,)
\ ¥ . {xo}

Ainsi h*(1*(FE)) est trivial, et donc E est trivial, vu que E 2 f*(E) = h*(i*(E)) O
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6. Propriétés algébriques

Dans la section précédente on a vu qu’il est possible effectuer des opérations
sur les fibrés vectoriels dans le contexte de la catégorie Vect(X). On exploite cette
possibilité pour enoncer quelque propriétes algébriques des fibrés vectoriels qui nous
ameénerons a d’importants théorémes, dont celui de Serre-Swan (2.56).

THEOREME 2.43. Dans la catégorie Vecl(X) des fibrés vectoriels sur X, la
somme directe (au sens des catégories) existe et correspond & l'image de @& comme
vu précédemment.

DEMONSTRATION. Soient F', E; et Es trois fibrés vectoriels sur ’espace X.
Par définition de la somme directe catégorique on a

f1
Ey
3f
Ey@ B o F
E2 f2

ou pour k=1,2
1 By — E1 ® Ey = I_[Elm@EQmg HE1m x B,
rzeX zeX

est donné par les homomorhismes d’injection Ey, — E1, © Ea_ et f1 et fa sont
des morphismes dans Vect(X).
On doit montrer qu’il existe un unique morphisme

f:El@EQ*)F

tel que le diagramme précédent soit commutatif.

Unicité
Soient
Lg:E1® By — F
telles que
Jk=Jfoiget fr,=goig.
Soit (e1,e2) € E1 @ Es, on a alors
fle1,e2) = fu(er, e2)
= f2((€1,0) + (0, €2))
= fa(e1,0) + f2(0,e2)
= fzoii(er) + fu 0 iz(e2)
= fr.(e1) + fa,(e2) (0 fr, = frip, )-

De méme pour g on obtient

gler,e2) = fi,(e1) + f2,(e2).
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Et donc g = f.

FExistence
Posons

f: E1®Ey, — F

(e1,e2)  +— (f1)z(er) + (f2)z(e2)

ot (e1,e2) € Ey, @ F, .
Il faut montrer que f est une application continue.
Soit U une trivialisation de 1, Fa, F'

ie. By, 2Ux M
E2|U gUXMQ
Fy=UxN

Alors

(Er @ Ea)), = By, © By, 2 U x (My & Ma).
Si on définit ’application continue

Ux (M, @& M) — UxN

(u,m1,ma)  +——  (u,g1(m1) + ga(ma))
ol gx : My — N est I'application induite par la trivialisation sur fk|U ;
on peut définir f|,, : (B4 © E»)|, — Fy grace aux corréspondances qu’on
vient d’enoncer

i
(B1 ® Bs))y — U X (My® M) ——— sUxN—— 3 Fy .

(u, m1, m2) ——— (u, g1(m1) + ga(m2))

Ainsi f),, est continue et donc f est continue.

THEOREME 2.44. Soit E un fibré vectoriel sur ’espace X, et soit
p:EF— F
telle que p*> = p (i.e. p est un projecteur). Alors

kerp := H ker(p,,)
reX

est un fibré vectoriel.

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, on peut considérer £ = X x M ou
M est un espace vectoriel de dimension finie. Soit ¢ € X et posons

f: X — Homy(M,M)

x o idy — Dz — Pzo + 2(1% Opwo)
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On a f(xg) = idps et donc il existe un voisinage V(zg) = V de xg tel que f(x)
est un automorphisme pour tout z dans X (car Aut(M) est ouvert dans End(M)).
Comme

Pzq Of(:E) = f(.’l?) O Pz

on a que le diagramme suivant est commutatif

0 ker p XxM—5XxM

T

00— X xkerpg, — X x M —23 X x M

oll pp = tdx X pg, et f est définie comme au théoréme 1.13
On considére ’application

fVXMﬁkcrp : Vx M ﬂkerp — VX kerpxo

(wm)  — (0 f@)m)

Cette application est bien définie car si (v,m) € (V x M Nkerp) alors selon le
diagramme précédent on a

f(v,m)

plv,m

(v,m) = po

f(0,0) = po(v, f(v)(m))
(v, f(0)(0)) = (v, pro £ (v) (m))

(v,0) = (v, pay f(v)(m))

=f(v)(m) € ker py,
De plus cette application est continue, bijective et son inverse est aussi continue car
(fVXMﬁkcrp)il = (f;iMmkerp). Ainsi ¢’est un homéomorphisme, et donc ker p est

localement triviale. O

THEOREME 2.45. Soit E € Vect(X) un fibré vectoriel qui a pour base un espace
topologique compact X, alors il existe un autre fibré vectoriel E' € Vect(X) tel que

E®E est trivial.

DEMONSTRATION. Bien que ce théoréme donne un résultat trés important, sa
démonstration est technique, non constructive et comporte des notions qui n’ont
pas été introduites. Elle est donc omise et peut étre trouvée dans [1], théoréme 6.5
page 27. (Il

Nous introduisons maintenant de nouveaux concepts de la théorie des catégories
utiles aux prochains théorémes.

DEFINITION 2.46. Une catégorie additive € est dite pseudo-abélienne si pour
tout E € € et pout pour tout p : E — E tel que p? = p, le noyau de p existe.
EXEMPLE 2.47.
(1) Vect(X) est pseudo-abélienne

(2) Si A est un anneau a unité, #(A), la catégorie des modules projectifs de
type fini, est pseudo-abélienne.
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PROPOSITION 2.48. Soient € une catégorie pseudo-abélienne, E € € un objet
de €, et
p:EF— F

telle que p? = p. Alors
E = ker(p) ® ker(1 — p)

DEMONSTRATION. Soient
i1:  ker(p) — FE
io: ker(l—p) — FE

les inclusions canoniques.
Considérons les diagrammes commutatifs

ker(p )HE—)E et ker( 17 *>E*>E
K
\\11 Tlp Ip
\\
ker(p) — FE ker(1 —
i1

ou ji et jo sont données par la propriété universelle du noyau car

o(l-p)=pol—pop

=p—-p
=0
et
(L—p)op=1lop—pop
=p—Pp
=0
(j1 et jo sont uniques par la proprieté universelle).
On a alors
irojiodir=(1—p)oi
=i1—poiy
—
=0
=i
Donc

Jroip = idker(p) .
De méme on obtient

J2 042 = idyer(1-p)

De plus on a les diagrammes commutatifs

LB et ker(l—p)LEiE

p)—>E
\1\ * 71\\j2
710 ~ p
| ~
I ~

ker(l —p) - ker(p) —— E

11

ker
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ol on a par la propriété universelle les fléches o et 7. Comme on doit avoir
(1=p)oig=io00
=0
et i1 est injective, on a forcément que
o=0.
De méme pour 7 on a
T=0.
Ainsi
jioia=0et jooi; =0
et de plus on a que
iyoji+izojo=(1-p)+p=1
Par le lemme 18.1 p.29 de Mitchell[3], on a
E =~ ker(p) @ ker(1 — p).
|

Le théoréme suivant nous montre un procédé universel pour associer une unique
catégorie pseudo-abélienne a chaque catégorie additive. Ceci sera trés utile pour le
théoréme de Serre-Swan (2.56).

DEFINITION 2.49. Un foncteur F' : € — 9 est quasi-surjectif si tout objet de
2 est un facteur direct d’'un objet dans I'image de F'.
Autrement dit, pour tout objet G de 2 il existe un objet G’ dans 2 et un objet E
dans € tels que

GaG =T(E).

THEOREME 2.50. Soit € une catégorie additive, alors il existe une catégorie
pseudo-abélienne € et un foncteur additif

ga:%—Wg

pleinement fidele (i.e. Hom(A, B) =2 Hom(p(A), ¢(B))) tel que le diagramme sui-
vant soit commutatif

ou 1 est un foncteur additif et 9 est une catégorie pseudo-abélienne.
La paire (€, @) est unique & équivalence de catégorie pres.
De plus ¢ est quasi-surjectif.
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DEMONSTRATION. Construisons €.
Les objets de cette catégorie sont les couples (E,p), ou E € € et p est un projecteur

de F (i.e. p eHomg (E, E) telle que pop = p).
Un morphisme de (E,p) vers (F,q) est un morphisme f de E dans F' tel que

Jop=gqof=Ff

comme dans le digaramme commutatif
f
E——F
N
f
E——F

avec la composition usuelle ; en effet

el pr—qa.
\\\\i;J \\\\fiy
P q T
f g
EFE—F ——@G

Avec la structure de catégorie additive de ¢ on définit la somme de deux objets
dans € comme

(E,p)@ (F.q) = (Ea F,p®q).

Vérifions que, avec 'objet qu’on vient de définir, on a effectivement la somme directe
dans la catégorie €.
On a le diagramme suivant

(E,p)

i10p

(E@FP@Q) > (G, )

/)\

i20q

(F,q)

i

ot (G, r) est un objet quelconque.
En effet on a que 71 o p est un morphisme car le diagramme

nopl

i10p
E—

S5

i10p

E——

&

EB%EB

F
bq

F

=
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commute. De méme i5 o ¢ est un morphisme.

Dans la catégorie € on a
f
E
3th
Sy
F

EeoF ™ G

hoiyp=fethoix =g

avec

On pose

h=roho(paq).

Vérifions qu’avec cette définition h fait Paffaire.

(1) h est bien définie (i.e. ¢’est un morphisme dans %).
Il faut vérifier que le diagramme suivant commute.

EaF-l—g

I

EoF-5¢

roh=roroho(p®yq)

ho(p@q)=roho(p®q)o(p®q)
=roho((pop) @ (g909))
=roho(p®q)
=h
Ainsi & est un morphisme dans la catégorie %.
(2) h a la propriété universelle.

On observe d’abord que f est un morphisme et donc f =ro f = fop
pour le diagramme

EL>

G
N
p r
f
E—G

Et donc on a que
rofop=f.
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De méme pour g on a que
TOqu:g.
On calcule
hoiiop=roho(p@®q)oiiop
=rohoijopcar (p@gq)oigop=i10p
=rofop
=f
Le méme raisonnement s’applique pour hoizoq =g

Ainsi h a bien les propriétes voulues.

On vérifie maintenant que Hom.;((E, p), (F,q)) est un groupe abélien, ce qui
nous permettera de dire que % est une catégorie additive.
On sait que Home (E, F') est un groupe abélien.
L’¢lément 0 de Home (E, F') est aussi dans Hom;((E, p), (F,q)) car il stisfait au

diagramme

E 0

F .
N
p q
E—25F

Pour deux morphismes f et g dans Hom((E, p), (¥, q)), définissons
f+g9=f+gdans Hom¢(E, F)

gl p
|\
p q
B f+g

F

]

Alors le diagramme

commute car

qo(f+g)=qof+qog=f+y
vu que f et g sont des morphismes et € est additive, ce qui nous permet de distri-
buer la composition. De méme on obtient que le triangle du bas commute.
Ainsi f + g est dans Hom((E, p), (F,q)) qui est donc un sous-groupe abélien de
Home (E, F).

Montrons maintenant que 4 est pseudo-abélienne. 3
Soit f un projecteur de (E,p) € € (en particulier f est un morphisme de %). On
veut prouver qu’il existe un noyau de f, ker f.
Posons

ker f = (E,p—f)
(1) ker f est bien défini (i.e. c’est un objet).
Il faut vérifier que p — f est un projecteur.

(p—flo(p—f)=pop—pof—fop+fof
=p—f—f+f
=p—f
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Ainsi p — f est un projecteur.
(2) Montrons que ker f avec la fleche
p—f:(Ep—f)— (Ep)
a la propriété universelle du noyau.
(a) p— f est un morphisme de % car
po(p—f)=pop—pof=p-—f
et d’autre part
(p=flolp—f=@—1f)

comme vu avant. Donc le diagramme

g lp

S|

F—

commute, et ainsi p — f est un morphisme.

(b) Vérifions la propriété universelle

fo(p—f)=0

N

<E,p—;>”‘f (E,p) —— (E,p)

(F.q)

ou (F,q) est un objet et g un moprhisme dans % tel que f o g = 0.
Sih: (F,q) — (E,p— f) est un morphisme dans % tel que le
diagramme commute, alors on a

(p—floh=y
et d’autre part, vu que h est un morphisme, on a
hog=(p—f)oh=h

alors
h=@-floh=y.
Posons donc h = g.

— Montrons que
h:(F.q) — (E,p—f)
est un morphisme. On a
(p—floh=(p—flog=pog—fog=g—0=g=h

et
hog=goq=g=nh
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Ainsi on a le diagramme commutatif
F—'>E
[N
h
F—F

et donc h est un morphisme.

— Maintenant il nous reste & voir que le triangle de gauche commute.
On a

(p—floh=(p—fleg=yg
et ainsi la propriété est verifié.
(3) On s’occupe maintenant du foncteur o : € — €.
On pose
P(E) = (E, id.)
pour tout objet E de €, et
o(f) =f

pour tout morphisme f de €. B
Montrons que f est un morphisme dans % pour tout morphisme f de ¥

E-L R

On a le diagramme évident

E‘)F
E*)F

et donc f est un morphisme.

@ est pleinement fidéle car en effet on a
Home (E, F) = Homy((E, p), (F,q))

et on peut voir cette égalité comme une bijection et un homomorphisme
de groupes abéliens. De plus ¢ est clairement additif.

Montrons enfin que (%57 ) satisfait la propriété universelle souhaitée
C————¢
. =172
2

avec 1 additif et Z pseudo-abélienne.
On pose

(E,p) = ker(y(1 —p))
¢( ) ( )\ker(w(l—m)
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On a
o @(E) =P(E,idp)
= ker(¢¥(1 —idg))
= ker(¢(0)
= ker(Oy(g))
=(E).
De plus

P o o(f) = V(v = V) uem = V(F)-

Ainsi 9 vérifie la propriété voulue.
L’unicité de (‘f, ) resulte des propriétés universelles.

De plus si on pose f = 1 — p vue comme un morphisme de ¢(FE) vers ¢(F), on
obtient que le noyau de 1 — p est (E,p), et ainsi pour la proposition 2.48 on a que

o(E) = (E,1—p) @ (E,p).

Ce qui montre que tout objet (E,p) de % est un facteur direct d'un objet dans
I'image de ¢, et ainsi ¢ est quasi-surjective.
On achéve ainsi la démonstration. O

DEFINITION 2.51. La catégorie % ici décrite est appelée la catégorie pseudo-
abélienne associée a € .

THEOREME 2.52. Soient € une catégorie additive, 9 une catégorie pseudo-
abélienne et 1 : € — D un foncteur plienement fidéle tel que tout objet de 2 soit
un facteur direct d’un objet dans l'image de v, alors le foncteur 1/? décrit dans le
théoréme précédent est une équivalence de catégorie entre € et 9.

DEMONSTRATION. Un foncteur est une équivalence de catégorie si et seulement
si il est essentiellement surjectif et pleinement fidéle (Mac Lane page 91 [6]).

(1) Montrons d’abord que le foncteur ¢ est essentiellemetn surjectif (i.e. tout
objet de Z est isomorphe a un objet de 'image de 1/7)
Soit G un objet de Z, par hypothése il existe un objet E dans € et un
objet G’ dans 2 tels que Y(E) =G & G'.

Par la propriéte universelle de la somme directe on a le diagramme com-

mutatif suivant
\

, 3'p
GaoGd — G

/

el 0

id

G
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Ainsi on a que p; 047 = idg et p; ois = 0, et donc pour la proposition
18.5 page 31 du Mitchell [3] on a que

0=di10p1:Y(E) — P(E)
est un projecteur et

G-Gad

est le noyau de ¢ = id —6 qui est aussi un projecteur. Ainsi on obtient que
G = ker(q).
Comme 1 est pleinement fidéle, on peut écrire ¢ comme (p) pour un
certain projecteur p de E. Alors G est isomorphe a ¢¥(FE,1 — p), en accord
avec la définition de 1) donnée dans la preuve du théoréme 2.50

Pour prouver que 1[) est pleinemetn fidéle, considérons deux objets H et
H' de € qui sont des facteurs directs de p(FE) et p(E’) respectivement.
Alors on a le diagramme

C(p(E),p(B")) ———C(E,E) " ¢(H, 1)

- J/wE,E’ J"Z’H,H’
Yo (m),0(B) } R
W (E), p(E") P (p(H),(H"))
ou les fleches horizontales courbes sont induites par la decomposition en
somme directe p(E) = H & Hy et ¢(E') = H' & Hj et les morphismes
associés 41,1}, pretp]. Autrement dit si
01w
est un morphisme entre H et H’, alors on pose
g
p(E) — ¢(E)
défini par la composition
g=1yofopy
et si
E
p(E) — o(B)
est un morphisme entre p(F) et ¢(E’), alors on pose
-5
comme étant la composition
l=plokoiy.
On observe que
pro(iyofopr)oir=(pjoiy)ofo(proir)=idp ofoidy = f
et
iy o (pyokoi)pr = (iy opi)oko (iyop)
=(l—=p)oko(l-p)
=k

ot la premiére identité est évidente et pour la deuxiéme on rappelle que si
H = (E,p) alors i;0p; = 1—p comme dans la preuve de la proposition 2.48
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et vu que 1 — p est un projecteur sur ¢(F) on a le diagramme commutatif
(en considérant le méme pour p(E’) et ij op] =1 —p')

P(E) —" o(E')

k
i10p1_1pl \ lilﬂﬂlpl

() —— o(E)

car k est un morphisme.

De plus on observe facilement que chacune des fléches horizontales courbes
décrites ci-dessus est un homomprphisme de groupes; ainsi grace a 1 et 2
on a que ces fleches sont des isomorphismes. De méme pour les fléches en
bas, avec le fait que 1 est quasi-surjectif, on obtient que les fléches sont
des isomorphismes de groupes.

On montre maintenant que le carré de droite commute. Pour faire
ceci il suffit de montrer que ¥ (i1), 1 (i;), ¥ (p1), ¥(p}) corresopondent aux
analogues de 41,147, p1,p} pour les fleches en bas.

En effet on a , par exemple pour iy,

E—S5FEal
Jv

w(E) —“YyEe E) .

Or Y(E) @y (E') 2 ¢(E® E'), et ainsi I'injection "en bas" corresponds a
I'image par ¥ de ;.

Enfin vu qu’on sait que le carré de droite du diagramme commute, les
fleches courbes sont des isomorphismes et g g/ est un isomorphisme par
hypothése, on a que ¥ g, g est un isomorphisme.

Ainsi 9 est une équivalence de catégorie. O

THEOREME 2.53. Soit € = Vectr(X) la catégorie des fibrés triviauz sur X . Si
X est compact, alors la catégorie pseudo-abélienne associée o € est équivalente a
la catégorie Vect(X) des fibrés vectoriels sur X .

DEMONSTRATION. Soit ¢ : € — 9 le foncteur d’inclusion (pleinement fidéle).
Par le théoreme 2.45 on a que les hypotheses du théoréme 2.52 sont vérifiées et donc
on peut conclure que € est équivalente & 2. O

THEOREME 2.54. Soit A un anneau & unité. Posons € = £L(A) la catégorie
des modules libres de type fini. Alors € est équivalente 6 2 = P(A) la catégorie
des modules projectifs de type fini.

DEMONSTRATION. Tout module libre est projectif, et on sait que tout module
projectif est facteur direct d’un module libre (pour plus de détails voir Rotman
pages 474-476 [2]). On considére encore une fois le foncteur d’inclusion pleinement
fidéle ¢v» : € — 2. On obtient ainsi que les hypotéses du théoréme 2.52 sont
vérifiés, ce qui nous permet de conclure. (I
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REMARQUE ET DEFINITION 2.55. Soit A = Cg(X) lanneau des fonctions
continues & valeur dans K sur un espace X compact.
Si E est un K-fibré vectoriel sur X, 'ensemble I'(X, E') des sections continues de
E est muni d’une structure de A—-module par

A-s(z) = Ax) - s(x)
ous eT'(X,FE) et A € A
Si E est un fibré trivial X x K™, on peut identifier I'( X, F) a A", et si d’autre part
onaFE et £ tels que E® E' =2 X x K", alors

rX,E)eT(X,E)2T(X,E® E')x A"

et ainsi I'(X, F) est un A-module projectif de type fini (comme facteur direct d’un
module libre). On définit alors

r. Ved(X) — P(A)
E — I'(X,E)

gt .pr . TXBE " rx, F)

s — fos

THEOREME 2.56 (Serre-Swan). Le foncteur I' qu’on vient d’introduire est une
équivalence de catégorie entre Vect(X)et Z(A) ou A = Ck(X) et X est compact.

DEMONSTRATION. Le foncteur I' induit un foncteur

1 : Vecty — Z(A)

ot Vectr(X) est la sous categorie de Vect(X) des fibrés vectoriels triviaux sur X
qu’on a définit au théoréme 2.53. Pour (2.55) on a A" 2 T'p(E) avec E = X x K"
et donc I'r est essentiellement surjective.
Si F=XxKPet f: E— F est un morphisme, alors I'r(f) est representé par
les matrices M(x) = (a;i(z)), pour ¢ = 1,...,n et j = 1,...,p et Papplication
x +— M(z) coincides avec f : X — K¢(K" KP) selon la notation du théoréme
1.13. De plus, toujours par le théoréme 1.13, on a que f est continue, donc Tr(f)
corresponds de maniére unique a une application continue de X vers K¢ (K", K?).
D’autre part si h : X — K¢(K",KP) est une application continue alors pour le
méme théoréme h:E — F est un morphisme de E dans F'. Par la remarque 1.14

on a f f et h = h, ainsi on a une bijection entre les morphismes de fibrés vec-
toriels de E dans F et les applications continues de X dans K¢ (K™, K?). Donc par
I’identifiction faite entre les morphismes de I'r(E) dans I'rv(F) et les applications
continues de X dans K¢(K",KP) on a une bijection entre les morphismes de fibrés
vectoriels de E dans F' et les morphismes de modules libres de I'r(E) dans I'p(F).
Ainsi I'r est pleinement fidéle, et donc I'r est une équivalence de catégorie.

Posons € = Vectp(X) et 2 = P(A), et soit ¢ : € — 2 la composition de
I'r et inclusion de Z(A) dans Z(A). Comme le diagramme
Vectp(X) =€ —— € ~ Vect(X)

| A

P(A) =9
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est commutatif, I' doit étre identifié avec J) du théoréme 2.50. De plus tout module
projectif est un facteur direct d’'un module libre (Rotman page 476 [2]) et ainsi
tout objet de Z est un facteur direct d’un objet dans I'image de ), ainsi pour le
théoréme 2.52 on a que I' est une équivalence de catégorie. ([l
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